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Semaine 5:
Electrostatique 1
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Résumeé de I’électrostatique

V(x)=

p(x)

AV

4re, ;[ ‘

7

,O(X) (x— X)dV

-V

Note: L’électrostatique peut étre divisé en:
Problémes de sommation: la densité de charge est spécifiée a chaque point de I'espace et le probléme de trouver le champ électrique se réduit a effectuer une intégrale.
Problémes de valeur limite: la densité de charge ne peut pas étre spécifiée une fois pour toutes a chaque point de I’espace. Cela se produit lorsque la matiére est présente
car la force de Lorentz induit la redistribution de la densité de charge a l'intérieur de la matiére jusqu'a ce que I'équilibre soit atteint. Le champ électrique peut Etre
déterminé de maniére unique partout, a condition de spécifier un modéle de la matiére (comportement du champ électrique a I’intérieur de la matiére) et les conditions au
bord pour les équations différentielles de Maxwell.

=—jE-d1
C

i\) |



EPFL Electrostatique et Magnétostatique:
Définition

Définition de la condition électrostatique/magnétostatique
La densité de charge p est indépendante du temps.
La densité de courant J est indépendante du temps.

0 aJ
PL_yp 0 Vx,Vi
ot o
Electrostatique: Magnétostatique:
E_, B_,
ot ot
. Note:
v E= ,0/50 v B= O Conservation de la charge: V«J+a—p= 0
VXE=0 VXB:;U()J ; ot
En regime "statique" : PL_p
E=-VV B=VxA _ ot
V-J=0
V(x)= j p() v A(x) = ”0 j J(X ) v
dre, s, ‘x ‘
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Electrostatique et Magnétostatique:
Démonstration a partir de la définition

En général (€lectrodynamique)

yo, Definition de la condition ¢électrostatique/magnétostatique:
V- E=L1
&, aa—f =0 aaj 0 Vx,Vt
V-B=0 =
v E__@—B ov(x o 1 J-p(x t)dV 0 GA(X,t):g,UOJ-J(X,t)dV:O
X = ot Otdne, ot otdmy |x—x
ot
—
OE
VXB =y + py6) — a—E—Q( VV—QA) 0 B _Oyxa=0
Ot ot ot ot ot ot
B=VxA =N
OE oB
19, =0 -0
E=-VI-—A ot ot
ot V-E=ple, V-B=0
X,? _ _
V(X,t): jp( )dV VxE =0 VXB—/JOJ
dre, s =-VV B=VxA
,uo J(x',t) V(x) = () gy A(X) = ”0 j J(X ) v
A(X, 1) = j 1T il 47z, | e
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i Electrostatique et Magnétostatique: CORIOSITY

deux problémes «découplés» ?

Electrodynamique Electrostatique
v.E=£ v.E=F
o &,
VxE= _oB VxE=0
ot , |
V-B=0 Magnétostatique
OE V-B=0
VXBZ,U()J‘F,UOEOE VXB:IUOJ

B et E sont «couplés» , .
P B et E sont «découplés»

(mais un couplage «caché» existe,
voir plus tard dans le cours)
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Le potentiel électrique dans le cas statique

Note:

Cette équation est valable si nous choisissons comme point de référence avec
potentiel /=0 I'infini et si la densité de charge a l'infini est égale a zéro.

(voir plus loin dans le cours)

Démonstration:
1 / /
En générale: V(x,t) = f’o (x ’t,)d 14
&,y ¥, ‘x —X
—
: 1 ’
Dans le cas statique: V(x) = I pX ),d V
&,y ¥, ‘x —X

5.6



EPFL

759,G 63

Le champ électrique dans le cas statique

2 /

dre, V‘X—X' ‘x—x
Démonstration:
En générale: V(x,t) = j P! )d Vv et EX)=-VV(Xx) - OA(X)

dre, 5, Ot
—
Dans le cas statique: V(x)= I P ) ~dV et EX)=-V/V(x)
4rey 3 |X —
Math: V ! - == XX
—
1 po(x') x—x'
E(x) = j o(x)~—X gy = E(x) = [ _dv
6'0 v ‘X X‘ 47[6‘0 VX — -
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Note:

Potentiel ¢électrique statique dV(x) et champ ¢lectrique statique dE(X) créés par une charge infinitésimale dg(x’) :

dq(x’) = p(X)dV

|x—x’

X—-X .
=r
|x—x'
AV (x) = 1 dq(x,): 1 dg(x)
4re, |x—x dre, r
1 dgx') x-X 1 dg(x').
JE(x) = q( )2 _ 61(2 ) -
4re, |x—x’ |X—X Are, ¥

Attention: Probléme de notation:

dV : volume infinitésimal

dV (x): potentiel di a dg(x') en x.

5.8
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Charges

dE(x)=

«dans le volume »

dg(x) = p(r')av

p: Densité de charge «volumique» (C/m?)

1 ' _w! 1 ' !
dg(X') x-x' po(X") X de

472'80 |X—X'|2 472'80 |X_X'|2
E(x)= j pX) X-X 4y
47[80 ‘X_X‘z ‘X_X‘
_ 1 dqx’) 1 pX')
WV X)= g x—x]~ dmm x-x
_ p(X)
V(x)= 4%50-[|X X' |dV

Charges

«sur la surface S»

dE(x)=

E(x)=

dV(x)=

Vix)=

dq(X")=o(r')ds

o : Densité de charge «surfacique» (C/m?)

1 dg(X') xX-x' 1 o(x') x-x'

X-XP x| g X XF x|

471'80 471'5()
_[ o(x") x-x' s
472'80S|X X|2‘X X‘
1 dg(xy 1 o(X')
Ay | X—X'| 4drgy | X—X'|
I G(Xz s
4re, S|x—x |
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Charges
«sur la ligne L»

dq(x") = A(X")dl

X
A : Densité de charge «liné¢ique» (C/m)
1 ! — X' 1 ' _v!
dE(X)= —— dq(X')z X x' b /I(x?z X X'dl
4re [X-X'P [x-x dre [X-X'P [x-x
1 ' !
Ex= [0 X
472'80 L|X_X| ‘X_X
1 odgx) 1 AKX
AV (X)= g X=X~ dme, x—x'|
1 A(X")
Vx)= 47&90-[|X—X'|dl

Charges
«isolées»

1 X—X
dE(x)=— —7 ’
(x) dre, 1X-X; > X-X,
X —X
Ex)=—Y —7 ’
(x) dre, | [ X—X; > X—X,
v (x) =9
drey | X —X'|
1 i
V(x) =72
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Exemple: Champ E produit par un fil infini uniformément charge

1 ﬁf— 1 Zdyf

A : densité de charge linéique (C/m) Cdme, 2 dmesy 12
1 Ady 1 Ady

i I = dE.(x)= yp——— 0030—47&90 Eg cosd

d _ a4 o)

% \\\ ; y=xtgd= 10 dgxtgﬁ X o520

— 2 $LT)
r=_(x=+
\\\( ¥) :>dy:xcjs20=x(l+tg29)d0:>
y N
A cosd A1
N _ 5 _ 1
97\ ] dE.(x,0,0) Tree 21+ 12°0) x(1+1tg20)d6 I, xcos&d@
0 r” = JE, de la méme maniére:
i A 1.
¥ dE,(x,0,0)= —sin8d 6
JE IE 4rey x
¥
=
E(0,0= " LT cosoao = % L
Areg, X 2 27, x 2 1.
3 11 :E(x,0,0)zﬁfx
E,(x0.0)=;" [ sin0d6 =0 °
Voir plus tard solution plus simple L &y X -z

avec loi de Gauss.
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Potentiel électrique et champ électrique

Nous pouvons calculer le potentiel

r
En conditions électrostatiques: | V (r) =V (r,)— j E-dl électrique V4 partir de la densité de charge.
Iy

Dans le cas électrostatique, il peut également
étre calculé a partir du champ électrique E.

Demonstration:

En général: E=-VV —%A En condition électrostatiques: %A = E=-VV

:jE-dl:j—VV-dl =V (x)-V(r)
:V(r)—V(rO)z—jE-dl = V(r):V(rO)—jE-d

Notes:

1) Le potentiel électrique V (r) est souvent indiqué aussi par @(r) ou ¢(r).

2) Le potentiel électrique V' (r) est une fonction scalaire continue définie a une constante prés ¥ (r, ). En supposant V' (r,)=0=V (r) = —j E-dl

3)Attention: le choix ¥ (r=c0)=0 n’est pas possible si la densité de charge a I’infini est non nulle (par ex.: fil infini chargé; plan infini chargg,...)
Si le systeme de charge réel peut étre approximé par un systeme de charge situé dans une zone plus ou moins grande de I'espace, alors nous pouvons considérer que le potentiel a

l'infini est nul. Cependant, il existe des situations ou le systéme de charges peut étre approximé (pour simplifier les calculs) par une distribution de charges s'étendant a l'infini (plan
infini chargé, fil infini chargé, ..). Dans un tel cas, nous ne pouvons pas considérer que le potentiel a I'infini est nul.

5.12
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Le champ E statique est «conservatif»: démonstration

Definitions equivalentes de champ conservatif:
1) Un champ vectoriel F est dit conservatif

si s1 et seulement si sa circulation sur toute courbe fermée est nulle

(i.e., F est conservatif <:>8f>F-dl =0 VC)
C

2) Un champ vectoriel F (dans un domaine simplement connexe) est dit conservatif
si et seulement si F est irrotationel.
(i.e., F est conservatif < VxF=0 VX)

3) Un champ vectoriel F est dit conservatif
si et seulement s'il existe un champ scalaire V' tel que F =V Vx
(i.e., F est conservatif < X=VJ) VXx)

Démonstration:

. . oB . : oB
Equation de Maxwell (forme intégrale): @E -dl = h ds Conditions statiques: i 0

C S
= Cj)E -dl=0 = E est conservatif
C

Autre démonstration:

. or oB . . oB
Equation de Maxwell (forme différentielle): VxE = o Conditions statiques: i 0

= VxE =0= E est conservatif

5.13
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Intégrale de ligne d’'un champ vectoriel et scalaire (math.)

Note 1:
L'integrale de ligne d'un champ vectoriel F = a(x, y,z)X+b(x, y,z)y +c(x, y, z)Z est:

IF-dl:TF-dI:]%F(r(t))-i'(t)dt

Iy 15

L'integrale de ligne d'un champ scalaire F' = a(x, y,z) est:

j Fdl :rf Fdl = TF(r(t)) [F(t)|dt

ry 15

r(¢): parametrization de la ligne C avec le parametre ¢ (¢ n'est pas le temps)

avec conditions r(f)=r, et r(t,)=rz et <t
r(t) = f(OX+ gy +h()z l"(f)=%l‘(f)
F(r(t)) = a(t)X +b(t)y + c(t)z
F(r(t)) = a(t) I,

5.14
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Note 2:
Pour F = (a(x, y,2)X+b(x, y,2)y + ¢(x, y,2)Z),
l'integrale de ligne est aussi:

j F-dl= j {a(x,y, 2)dx +b(x,y,2)dy +c(x, v, 2)dz)
C C

Connaissant I'expression du chemin C, chaque terme de I’intégrale

doit étre exprimé en termes de I’un des variables x, y, z

ou en termes d'un parametre ¢. Cela rend l'intégration (en dx ou dy ou dz ou dt) possible.

Attention, en general:

Xp

Vb Zp
J{a(x, v,z)dx+b(x,y,z)dy +c(x,y, Z)dz} # ja(x, v,z)dx +J b(x,y,z)dy +_[ c(x,y,z)dz
Ya Za

C Xa

Note 3:

Si F est conservatif IF -dl ne dépend pas du chemin d'intégration:
C

jF-dlsz-dlz jF-dlz... VC de r, 4 1p
G G G

(mais évidemment ¢a peut dépendre

du point de départ r, et du point d'arrivée rp)




=PrFL

Exemple: Potentiel électrique pour un champ électrique statique uniforme

Surfaces équipotentielles

E —EX
vy TN (o-2)

—

Y

V)=V @)~ [Ed=r(,)- | Edx-"[ E-dy

X4-Y4 *B>V4

Y

Y

T'Edx=E(x,-x) | Edy=0 (Elay

I
|
I
I
|
I
|
|
I
|
|
I
I
I
I
I

I I
: }
I I
I |
| l
I I
I I
| |
I

I A |
| I
I I
I I
I I
I I
I I

| | | | > Y4-Y 4 XB-Y 4
o ] =
| | | |
1 g ’ V(rA)_V(rB):EO(-xB_xA)
| | | |
X
Note 1:
B t2
V(X) rj E-dl= [E(r(t))-¥(r)dt
r, 0
E(r(t)) = (E,,0,0)
r(0) = (o + =y A 0 R = (T 0)
. = E(r(1))-i(t) = (B xB;xA ,0,0)
5 Xp— X4

t,
= [E(r()- B0t = [ Eg=—=4dt =Eq(xs ~x.)
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La loi de Coulomb: en général
La force de Lorentz totale exercée sur une distribution de charge p* (x) contenue dans le volume V' * est:
F = I E(x)+J xB(x))dV*

pour J(x)=0 et/ou B(x)=0
—
F= j p*(x)E(x)dV *

Dans le cas statique, le champ électrique créé par la distribution de charge p(x’) contenue dans le volume V' est:

p(X') x-x
E(x ~dV
(%)= dre, -[
—
. 1 x-x .
F= _[p x)dV *_[ p(x) — ~dV Loi de Coulomb
A, . B B (en général)

F est la force totale qui p(x) exerce sur p*(x).
La force totale F* qui p*(x) s'exerce sur p(x) est F*=—F.

Par conséquent, la force totale qu'une distribution de charge exerce sur elle-méme est zéro.

Z 59 5.17
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La loi de Coulomb pour deux charges

Force sur une charge ¢, due a une charge ¢, au repos a une distance r:

1 q¢9. x-x'_ 1 qgq,,| LoideCoulomb

= = r
dre, ‘x I ‘x x| 4rng, r2 (pour deux charges)
Permettivité du vide: T X—Xx
£=8.8x10"" Fm" r:;:—‘x—x’
F,=force on 1 F5, =force on 2
due to 2 due to 1

Flzw";' ;;%FQI

1 .
F,=-F,=F= 47e, q,lgz r

FIZ‘—‘:) L;PF21
1 2

.'B 12 21C)

1 2
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Champ E

Force F

1 g
E = ¥
U Arg, r2

Champ électrique produit par la charge ¢, au point P.

Le point P est a la distance r de la charge ¢;,.

1l q9>,
F = 992,
12 472'80 r?

Force exercée sur la charge ¢, située au point P
par le champ électrique produit par la charge g,.
Le point P est a la distance r de la charge ¢,.

5.19
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Force et champ électrique: superposition

(6
6 l ' (15'
q;
- - d

F= L g4 r, =qE Force sur ¢, en raison
dre, r: du champ E produit par ¢,
E- 1 4} .
Are 12 Champ E sur ¢, produit par ¢,
—
F= 3 1 qiq f.=qg Y E,=qE Force sur ¢, en raison
= e, P " ie2 l du champ E produit par g,, g3, qy,.- q,,

Champ E sur g, en raison
du champ E produit par ¢,, g3, q.,-- q,,

5.20
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Force électrostatique vs force gravitationnelle

Force gravitationnelle entre deux masses

m1m2 /\

FGGr

Attractive
Un seul type de masse (positive)

Gg = 7x10-"" Nm?2kg-2

Force électrostatique entre deux charges

F: GC QIgz f.
r

Attractive ou répulsive
Deux types de charges (positive ou négative)

Ge =9x10° Nm2C-2

Exemple 1: Force entre un électron et un proton

m, =1.7x10-?7 kg
m, =9x10-3! kg

g, =1.6x10-° C
g.=-1.6x10-1° C

Felectrostatique GC qe

Fgravitation GG

qP ~10% (a toutes distances)

(1a force ¢électrostatique est dominante)

Exemple 2: Force entre la terre et le soleil
m, = 6x102 kg q,=-10C (?)
m, = 2x103%° kg q, =+100 C (?)

Felectrostathue _ GC qtqs ~ 10
Fgravztatton GG m,m

-2 (a toutes distances)

(la force gravitationnelle est dominante)

CURIOSITY
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CURIOSITY

La loi de Coulomb pour deux charges: «démonstrations»

1. Avec équation générale de la force de Coulomb

1 X—Xx

F= dv* dV
472'801;‘-* J‘p ,O(X)| X,Z X /

supposont

p(X')ZQ1§(X’) p*(X)ZQ25(X)

=

1 4,49, X—X' — F= 1 Q1Q2"
dre, 1’

2. Avec potentielle ¢lectrique et force de Lorentz

V(x) = J"O(X)dV -
4re, y |x
wmz—L—JQT =
E-—viy——! x-x) =
4re, P
E-— % o FogE-— 9%;
dre, r dre, 1°

3. Avec ¢équations de Maxwell et force de Lorentz

symétrie: E = ET
(coor. spher.)

(]SE-ds =47r’E =

E=—D _ o p=_% ; __l a4
dre,r 4dre,r drg, r

5.22
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Les «lignes de champ» (aussi «lighes de force») du champ E

1. Elle sont tangentes en chaque point au vecteur champ E
2. Ne se croisent jamais

3. La densité des lignes (nombre de lignes qui traversent une surface unitaire) est proportionnelle a I’intensit¢ du champ E

Ny N
/TN

5.23
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Note 1: Le principe de superposition n'est pas «manifeste» lorsqu'on utilise la représentation des lignes de champ.

Ont superpose pas le ligne de champ. Ont calcule le champ totale et on dessine les lignes du champ totale.

NV ==y

Note 2: Lignes de champ électrique pour des objets ayant une quantité inégale de charge.

5.24
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Flux d’ un champ vectoriel F a travers une surface S:
définition

Flux de F a travers §: @, =jF-ds =IF-nds =JFcos9ds =J‘FLds
S S S S

5.25
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Loi de Gauss

Forme intégrale (globale)

<J‘>E-ds =j5dV=Q/€O

V

<'f>D-ds=jpde=Qf

"Le flux du champ ¢lectrique E a travers une surface
S fermée est égal a la somme des charges libres et liés O
contenues dans le volume V' délimité par

cette surface divisée par g, "

"Le flux du champ ¢lectrique D a travers une surface
S fermée est €gal a la somme des charges libres O,
contenues dans le volume V' délimité par

cette surface"

Forme différentielle (locale)

V-E=p/g
V-D=p;

Rappel: La loi de Gauss est
I'une des équations de Maxwell.

Py . densité des charges libres

o : densité des charge totale

5.26
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Loi de Gauss: I'importance de la symetrie
La loi de Gauss est toujours valable (c'est une des équations de Maxwell), mais pour étre appliqué analytiquement de maniere simple
nécessite que le probléme envisage soit de symétrie «elevéey.

L'invariance d'une distribution de charge aux «symeétries spatiales» comme la rotation, la translation et la réflexion dans un plan est
une condition essentielle pour utiliser la lo1 de Gauss pour le calcul simple du champ ¢lectrique.

// r \\\
Symétrie sphérique : ;'I i
_ @ ] N
p(r,6’,¢) - p(r) AN S .| ——— < Symétrie planaire :
o 1 D AN
i/,’l‘ “““ E Fpmme--- 'E'/:: p(x,y,z):p(z)
| (c)

Symétrie cylindrique :

p(r.¢.z)=p(r)

Les zones ombrées sont des distribution hautement symétrique de la charge. Les lignes en pointillés décrivent les choix possibles pour les surfaces gaussiennes (surfaces d’intégration)

768,G71 5.27
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Notes:
1. La loi de Gauss en forme intégrale, lorsque la symétrie le permet, constitue le moyen le plus rapide et le plus facile de

calculer le champ ¢lectrique.

2. La loi de Gauss est toujours vraie mais pas toujours utile. S'il n'y a pas de symétrie, cela ne peut pas étre facilement appliqué.

3. Le flux de E ne dépend ni de la forme de la surface ni de la position de g a I’intérieur de la surface fermeée.

»
S

A

1
€oy €o O, =QE-ds=— [ pdV =0
E i) 80£f7

4. La lo1 de Gauss est valables méme pour des charges en mouvement (c'est I'une des quatre ¢équations de Maxwell)

768,G71 5.28
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Exercices: Application de la loi de Gauss

1. Fil mince infini uniformément charge

A : densité de charge lin¢ique [C/m]

+
Surface gaussienne S +
+

(cylindre)
\ r

ds

La symétrie du probleme
permet de déterminer «intuitivement»
la direction du champ E

E=E(r)r (r en coord. cylindriques)
—
(_{)E-ds=.|. E-ds+ J. E-ds+ j E-ds
S Stop Shottom Stateral
Sur S, :E Lds= I E-ds=0 Sur Sy,.0m (E L ds = J. E-ds=0
Stop Shottom

= PE-ds= [ E-ds=27rlE(r)

S Stateral
Ly 2 A
&9 g &
= 2nrlE(r) = M

&
A

= E(r)= 27re,

5.29
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2. Coquille sphérique uniformément charge La symétrie du probléme
permet de déterminer «intuitivement»

la direction du champ E

E=E(r)r

Surfaces gaussiennes
(spheres)

r<ry: gﬁE-ds:47zr2E(r) 8—IpdV:0
A

= 4xr2E(r)=0 = E(r)=0

r>r. ("‘)E-ds=47zr2E(r) —jpdV:gg
4 0

:>47zr2E(r)=gg :E(r)zL

Q: charge totale sur 1
la coquille spherique [C] dreq 1?

o: densité de charge de surface [C/m?]
O=0A4,,=c4rr}
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3. Sphere i1solant uniformément chargée

La symétrie du probleme
-~ ~ permet de déterminer «intuitivement»

Surfaces gaussiennes * ¥ la direction du champ E

: 1
(spheres) _ \‘(41 @E.ds = J‘ pdV
) &0
i \‘ S Vv
E E=E(r)r (r en coord. sphériques)
] 1 1 4
4 . E'd :4 2E —— dV:— — 3
,:' r<r g‘j s=4rr2E(r) 801;['0 gop37rr
4
Ty, i - r>r Cf)E-ds:47zr2E(r) LI,oa’V:i,oﬂﬂro3
B 4 (C,'()V1 &o 3
o 0 r
VT 3 1 4
(4/3)7rr0 g—pgﬂ'ﬂ r<r
= 4nrE(r) =+ 10 1
\g—opgﬁnﬁ r>r
(1
?%Z%ﬁ e
= E(r)={" 0
L& 32 4me, 1r? 0




=PrFL

4. Plaque mince infini isolant uniformément chargé

A
z o : densité de charge
y de surface [C/m2]
O
X Surface gaussienne
- ] (cylindre ou
parallélépipede)
EX
E E
X

1 La symétrie du probleme
Cﬁ E-ds=— I pdV permet de déterminer «intuitivement»
S €9 Vv la direction du champ E

E = EX (x>0), E = —EX (x<0)

—

CﬁE-a’s= j E-ds+ j E-ds+ I E-ds

S Aefy Aright Alateral

Sur A E L ds = j E-ds=0
Alateral

Sur A, [ E-ds=EA Sur Ay, | E-ds=EA4

A[eﬁ Aright
- g[>E -ds =2EA
S
| Ao
:>2EA—£ —E="% (pour x>0)
& 28, P

E= —%f( (pour x<0) 7

5.32
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5. Deux plaques mince infinis isolants uniformément chargés avec charge opposée
Solution avec la loi de Gauss

—0

Surface gaussienne
(cylindre ou
parallélépipede)

N

$E-ds =ijpdV
N Vv

=)

1
<£>E-ds=g—0}[pdV

1 A
— [ pdv =0 glpdh—g—?

E=Ex
:>qSE~ds:IE~ds+IE~ds:
s A3 4

E=FEx
:>(]SE-ds:JE-ds+IE-ds=
N 4 A

=—EsA; + Ey 4y = (—E; + E,) A
=—E A +E 4 =(-E +E)A At hh =5 5)

= (-E+E)A=0 = (-E, +E2)A:—’:—j
La symétrie du probléme
permet de déterminer «intuitivement» (Ei+E,)4=0 (—Ei+E,)=0 E_E
la direction du champ E (CE + E)A Ao CE+E) c P
= (-E+ =——=21(-EB+E)=—>
’ ? 80 ’ ? 80 E3 = z + E]

Ao o &

(B +E)Ad=— (—E+E)=—

& { &

E=Ex
:><j)E-ds=jE~ds+jE-ds=
N A3 A

= —E|A1 + E3A3 = (—E1 + Eg)A
= (E + E;)A =§

0

La solution est formellement indéterminée.
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Solution avec «superposition»

Comme les plaques sont isolantes, la répartition des charges ne change pas lorsque les plaques sont rapprochées et on peut donc faire la «superpositiony.

o —o
< > —_——
. < > —_—
Plans a distance
infini
< = —
E E E E

-

E=—(0'/250)§( E=(a/2€o)f(

Entre les
deux plans

Plans a distance

non-infini . .
A 1’ extérieur
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5. Plaque infini isolant uniformément charge

p: densité de charge La symétrie du probléme
de volume [C/m?] permet de déterminer «intuitivement»

_ 1 la direction du champ E
A S V

E = EX (x>0), E =<E% (x<0)

z y N
Pour x>d/2 et x<-d/2:
: 1 Adp
X Surface gaussienne ¢E -ds=2FEA _I pd V =
T (cylindre ou E r S €o 3, &o
parallélépipede)
. =254 =A9P
&o
E, d
~E=9P%  (pourx>d2) E=-2P% (pourx<—dn)

28,

/ 2&

/ X Pour —d/2 <x<d/2:
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Conducteurs et isolants: modele microscopique approx.

Conducteurs

Un ou plusieurs €lectrons par atome sont libres de se déplacer.

‘ ' ‘ ‘ ‘ ‘ Exemples: cuivre, or, aluminium,...

‘ ' ' Atome «fixe» avec manque d’électrons (ion positif)

‘ Electron «libre» de bouger

Tous les €lectrons sont sur une "courte laisse", attachée a un atome particulier.
Isolants Exemples: verre, caoutchouc, ...

K

. 1

@
OO OO0
O

4

O

Molécule «neutre» avec dipole , A
, . Molécule «neutre» sans dipole
¢lectrique permanent

¢lectrique permanent
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Z126,G97,P 126, AF 67

Conducteurs

Définition de conducteur «parfaity:

En équilibre électrique (i.e., pas de mouvement des charges), dans un conducteur parfait (neutre ou charge)
le champ électrique macroscopique (et la densité de charge totale macroscopique) sont nuls partout a
l'intérieur de son volume:

E(r) =0 et p(r)=0 Vr alintérieur du conducteur Note: p(r)=0 dans un conducteur parfai

est une consequence
de I'equation de Maxwell V-E=p/g,.
Demonstration:

Maxwell: V-E=p/¢g,

conducteur parfait: E=0
‘ ' E = p(r)=0

Atome «fixe» avec manque d’électrons
(ion positif)
Electron «libre» de bouger

Note: Par champ ¢€lectrique a l'intérieur de la matiére,

on entend un champ moyenné sur une grande région

par rapport aux détails de la structure de I'atome

(un champ électrique trés fort existe dans toute la matiere,

y compris les bons conducteurs, si on cherche a petite échelle
prés du noyau atomique, voir P 127).

5.
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7126,G97,P 129, AF 67

Notes :

Dans un conducteur parfait en equilibre €lectrique:

1. E(r)=0 Vr al'intérieur du conducteur, mais pas nécessairement a la surface du conducteur.

2. p=0 Vr al'intérieur du conducteur, mais pas nécessairement a la surface du conducteur.

3. Juste a I'extérieur du conducteur, E est perpendiculaire a la surface du conducteur,
sinon la charge coulerait a la surface due a la force de Lorentz. Avec E perpendiculaire,

la charge ne peut pas bouger car elle est confinée a rester a I’intérieur du conducteur.
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Théoremes de l'équipotentiel et de Thomson

Dans un conducteur parfait en equilibre électrique:

Equipotentiel

|4 (r) = const. Vr du conducteur

Demonstration:

E=-V.V et E=0 Vr al'intérieur du conducteur = V' (r) = const. Vr a l'intérieur du conducteur

Pour un conducteur de forme et de taille fixes,
les charges se répartiront a la surface du conducteur Thomson

de maniere a minimiser I'énergie potentielle du systeme.

Demonstration:

Compliquée....

7126,G97,P 129, AF 67
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Charges en surface d’un conducteur Note: les charges sur

\ 3 . . la surface d’un
Les charges «en exces» sont sur une couche trés mince (quelques couches atomiques) en surface du conducteur.
conducteur sont des
) o charges «libresy.
‘ Atome «fixe» avec manque d’électrons (ion positif)

‘ Electron «libre» de bouger

k////,/ngVf_O
000,000 0,0 000

‘ " 00 00 0
A la surface, la densiteé de charge des (0) (6] (0] (0]
¢lectrons est égale a celle des ions. " “ ‘ .“ “ o ‘ ‘ "

| LASE BALE i
A la surface, la densiteé de charge des électrons 1 ]
est inférieure (en module) a celle des ions. ‘.“ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ " st s e e e s e il

@o0%020

o §.6¢6.u i
A la surface, la densité de charge des électrons o ‘ “ o

(O
est supérieure (en module) a celle des ions. ‘ ‘ ‘ "‘ ‘ o ‘ ' o . " T B
- ©)
@ce Q'QOQJb.QOQ
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Champ a la surface d’'un conducteur chargé de forme arbitraire

Maxwell equation (forme integrale): CJSE -ds = _[ £y
S €0

Dans le vide et dans le conducteur: p = 0 (sauf en surface)
Conducteur avec densite de charge libres en surface o
Dans le conducteur: E =0

Dans le vide, en proximite de la surface du conducteur: E =0 (£, = E, ,, voir semaine 4)

—
PE-ds=[pdv /e, =
S V

FA=0cA4/¢,=

E=0/¢,

\

Méme résultat, sauf facteur 2, que le plan infini charge.
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Répartition des charges libre sur un conducteur charge

Dans un conducteur «chargéy, la force de Coulomb F=qE réarrange les ¢lectrons tel que a
l'intérieur du volume du conducteur:

Note: Il est en quelque sorte étonnant que la charge d'un conducteur

E ( r) — 0 et p(r) — 0 soit entiérement a sa surface.

En raison de leur répulsion mutuelle, les charges s’étendent
naturellement autant que possible, mais pour tous d'aller a la surface

e t sur 1a sur f ace du con duC teur . semble étre un gaspillage de I’espace intérieur. Eh bien, ce n'est tout

simplement pas le cas. Il est préférable de mettre toute la charge sur
la surface, et cela quelle que soit la taille ou la forme du conducteur.

E ( r ) % O; G(r) * O La charge sur un conducteur cherchera la configuration qui minimise
son énergie potentielle. L* énergie électrostatique d'un objet solide
est minime lorsque cette charge est répartie sur sa surface.

Conducteur "neutre": Z:(q,-+ +q,_) =0
Conducteur "chargé": Z:(qi+ +q,_)#0

g, . charge positive dans le volume V'

g, . charge négative dans le volume
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Effet de pointe (champ E plus fort en proximité de la pointe):

«demonstration » par un cas simple de deux sphéres conductrices chargées de different diametre

Charge Q sur sphere conductrice:

v
0 1o L Q0
r 4 2 4
VN A ey ¥
E 0 v 0
: — r = ‘ —
O I'O 21"0 31”0 O rO 21‘0 37‘0

Charge O=¢,t¢q, sur deux spheres conductrices de different diametre:

__ L a yoo_ 1 @
: dre, K : dre, 1

mais les spheres sont connectées ensemble donc V=V, =V (théor. de Thomson)
L ¢V 1 ¢ _V

9157 E()=——L - . E ()= _r
l(rl) 472'80 }/12 I ’ 2(r2) 47[80 7"22 7
=
Ez(’”z) n
= E E
E(n) n = (1) > Ei (1)
mais:
S
2> 15 El(’/i)zﬁ; Ez(’”z)zﬂ = 0,>0
&o &o

543
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Exemple: conducteur chargé

70

g0

4150
o petite
E faible 1™
430

20

10

a0
0.2 0.4 0.8 0.8 Efxy) [¥/m]

x [m]

La charge est répartie de maniere inégale sur la surface. La densité de charge est plus importante 1a ou le rayon de courbure
est le plus petit. La charge a l'intérieur du conducteur et le champ électrique a I'intérieur du conducteur sont nuls. A I'extérieur
du conducteur, le champ électrique est maximal pres de la surface ou la densité de charge est la plus grande.
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«Induction» électrostatique:
Conducteurs neutres dans un champ statique E externe

En présence d'un champ ¢lectrique statique externe, la force de Coulomb F=qE «réarrange»
les ¢lectrons du conducteur tel que a l'intérieur du volume du conducteur:

E(r):O et p(r)=0

o Les charges a la surface du conducteur

En général, sur la surface du conducteur: créent un champ électrique égal en
E(r) #0;, o(r)=0 amplitude et opposé en direction au

champ ¢lectrique externe, de maniere a

| S rendre le champ total a I’intérieur nul.
i . " " _‘-_ o
+
* E=p=0}"
-
.I.I.u.‘..f.-' } 'l-.,.r g -
- K -__'f.- ' - _
-
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Conditions Conséquences

Conducteur Champ o, E o, E o, E

«parfaity appliqué | a ’intérieur | a ’intérieur | en surface |ensurface |al’extérieur | a ’extérieur
de
'extérieur
Eext

Neutre 0 0 0 0 0 0 0

Neutre +0 0 0 +0 +0 0 +0

Charg¢ 0 0 0 #0 #0 0 #0

Chargé #0 0 0 #0 #0 0 #0
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Z 127

nitiali: Metal sphere is After a few
e B introduced: nanoseconds:

—y
E-field
Inside
— — -3
External E-field External E-field External E-field

1) Un objet métallique neutre est introduit dans un champ électrique uniforme.

2) Pendant un temps trés court, le champ ¢€lectrique a l'intérieur de I'objet est non nul et provoque le déplacement/réarrangement des

electrons.

3) Apres ce court laps de temps, le champ ¢€lectrique a l'intérieur de I'objet métallique est a nouveau nul, les electrons ne bougent plus, la
densité de charge a l'intérieur est nulle, la densité de charge a la surface de 1’objet est non uniforme, le champ totale a I’extérieur du

conducteur est différent du champ avant I’introduction de I’objet métallique.
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Notes:

1.

Cage de Faraday. Grace a I’induction «¢€lectrostatique» (i.e., réarrangement des ¢lectrons) le
champ ¢lectrique est nul dans le conducteur et a I'intérieur de la cavité¢ du conducteur.
Le champ ¢lectrique exterieur est écranté.
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2. Coquille metallique neutre autour d’une charge. Réarrangement des charges. Charges sur la
surface intérieure et sur la surface extérieure.

C_[DE -ds = ﬁd ' Dans le conducteur: E =0
S Cavity

y o0
Conducteur neutre: O+ 0, =0

Gaussian
surface S

= E-ds=0 P gy =L t4
S y €0 €0
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Exemple simple:
Coquille sphérique métallique isolée et neutre avec
charge q au centre.

a. Déterminer la charge totale induite sur les surfaces
interne et externe de la sphére.

0. = Conductor
b. Déterminer la distribution des charges induites sur les surfaces interne et

externe de la sphere. Dessiner quelques lignes de champ a I’intérieur et a \‘l' Q _/
I’extérieur de la sphere. -

c. Déterminez le champ électrique partout. q

a. Q,=q=-0_ (voir page precedent)

b.  Enraison de la symétrie du probleme, la charge est uniformément répartie.

C. i)E-dS:glo

Par symetrie: E = Er (i.e., champ radiale)

1 g .
:>E(r):471'80 r—zr r<r,et r>r,,

E(r)=0 Vous ST >



Exemple plus compliqué:
Coquille sphérique (i.e., sphere creuse) métallique
isolée et neutre avec charge q pas placé au centre.

a. Déterminer la charge totale induite sur les surfaces
interne et externe de la sphere.

b. Déterminer la distribution des charges induites sur les surfaces interne et
externe de la sphére. Dessiner quelques lignes de champ a I’intérieur et a
I’extérieur de la sphere.

a. O_=qg=-0, (voir pages precedents)

b. La charge n’étant pas centrée, la distribution des charges positives n’est pas uniforme sur la paroi interne. La position d’équilibre de
ces charges est obtenue lorsque la force d’attraction due a g est compensée par les forces de répulsion entre charges positives. En
revanche, les charges négatives seront uniformément réparties sur la surface externe car la distribution non-homogeéne des charges
positives de la paroi interne de la sphére ne peut pas produire un champ ¢€lectrique dans la paroi, qui permettrait d’affecter la distribution
de charges sur la partie externe. De plus, on sait que le champ électrique a la surface d’un conducteur est normal a la surface. Ce qui
donne les lignes de champ représentées sur la figure.

GURIOSITY
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3. Plaque infini métallique charge

o : densité de charge
de surface [C/m2]

La charge est répartie
uniformément sur les deux
cotés de la plaque.

Surface gaussienne
(cylindre ou
parallélépipede)

© Thomson Higher Education

ol/2 ol/2

-
<

Y

A

\d

A

Y

La symétrie du probléme
Cf)E-ds =ijpdV permet de déterminer «intuitivement»
S oy, la direction du champ E

E = EX (x>0), E = —E& (x<0)

:>gSE-ds:2EA
S

Autre solution...

1 Dans le conducteur
E-ds=—| pd

E=EX (x>0), E=0 (x =0)

1 Ao
E-ds=0+FEA — | pdV ==—
:%5 s=0+ 80'V[p P
:>EA—A—O- S E=—""% (pour x>0)
- 2¢, - 2¢ P
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4. Deux plaques mince métalliques infinis charges avec charge opposée

Comme les plaques sont métalliques, les charges sont mobiles et se répartissent sur le plaques en raison de la force de Lorentz.
Les charges sont réparties exclusivement sur la surface «intérne» (voir la diapositive suivante)

Solution avec la loi de Gauss

o -0 o d
Surface gaussienne g
(cylindre ou
parallélépipede) - —
U — ——
El E3 E 2 El E3 E 2

1
?E-dszg—oipdrfzo

1
?E-ds=g—o;[pdl/=0 A
E =EXx

E =EX
:>§‘5E-ds=IE-ds+IE-ds=
:qSE-ds:IE-dSJrIE-ds: :gSE-ds=jE-ds+IE-ds= < M %

S A o ES EAAO E AlE A Z—E()AO +E2A2+=(_E() +E2)A
=~Eodo + Bsdyt = (=E + £3)4 B _OAO_ At =(E —B) mais dans le conducter £, =0
mais dans le conducter £, =0 mais dans le conducter £, =0 M E 0

o = E =0 :

:>E3 =
&



Note: Distribution des charges sur deux plaques conductrices
Supposons que les plaques sont chargées avec charge O, et O,. Calculons la distribution des charges sur les quatre surfaces.

Q1 —q

|—:> O+0,
2

9 49>

O -

-0

1
gSSE-ds :g—o'!pdV

E =0 dans le conducteur

Q> —q; :gSE-dszo

1
—\ pdV =
golpV g +q>

:>Q1+92202>91:_Q2éq

Pour

O +0 0=-0,=0

:> 0 —-q

+ + 4+ + +

O +q

Par superposition:

O O O O
E(P):_1+_2+_3__4
& & & &

- E(P):Ql—qu 9 .9 _ 94

Ag() Ag() Ago Ag() |:>

Dans un conducteur E=0= E(P)=0

O-9 q -9 O+q_
= As, +A80+A€0 Ag, =0

=0 -q9+9-9-0,—q=0

0-0
2

=q=

Si la charge sur les deux plaques est de module
¢gal mais de signe opposé,

la charge n'est répartie que sur les parois internes.
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Z134,G 105

Capacitée d’un condensateur a un conducteur

(auto-capacité)

Soit V' le potentiel d'un conducteur isol¢ de volume €2, de surface S, et de charge Q.

Le potentiel /' dans le volume d’un conducteur parfait est uniforme (théoréme de 1'équipotentiel).

V(r)=VV(r) avec {Vfr(r—fo?)):lo

Loi de Gauss:(j)E-ds:Q/go E=-VV
S

—
0=, pE-ds=—a,$VV -ds=—cV $VV (r)-ds
S S S

La proportionnalité¢ de Q a V' conduit a définir

une quantité purement géométrique appelée auto-capacité:

7~

[ = % = —goc.f)V Vv (r) -ds QO charge totale sur le conducteur
S

V. difference de potentielle entre le conducteur

et une surface conductrice a l'infini.

Gaussian
surface
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Capacite d'un condensateur a deux conducteurs
(capacité mutuelle)

La capacité d'un condensateur a deux conducteurs est aussi

une quantité purement géometrique définie comme:

== | (: charge totale sur un des deux conducteurs

V. difference de potentielle entre les deux conducteurs

S (o

Condensateur a deux conducteurs générique Condensateur a deux conducteurs a plaques paralleles

Note: Plus tard dans le cours, nous discuterons aussi de la capacité des N conducteurs (matrice de capacité)

G 105, Z 136, W Capacitance
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Exemple 1. Capacité d’un condensateur a un conducteur: sphere conductrice

\ ‘% p= Lo L o coangy
0f w/

4rey 1y 4drsy Ky
e

0
C=10-15F=1 {F

=
« . . r,=1 mm = C=10"13F=0.1 pF
\ rp=lm = (C=10-10F
(démonstration dans les diapositives N

1,=6.3x106 m C=10-3F (capacité de la terre)

précédentes)

Exemple 2. Capacité d’un condensateur a un conducteur: disque mince conducteur avec radius 7,

0 % Le potentiel V' est constant sur le disque (theoreme de Thomson)
)\‘ mais la densité de charge n'est pas uniforme, donc le calcul du potentiel n'est pas simple.
‘ Sans démonstration:

,_0 _cv
_8807'0 B 8(907"0

= C:8807'0

Z 135 5.57
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Exemple 3. Capacité d’une condensateur a deux conducteurs a plaques parall¢les

+0 7 —Q .
+ " — E:G=Q; V(x)—V(O):—jde:—Qx; 0<x<d
" . _ €0 Aé‘() 0 Aé‘()
H I =
A4y > | 4 AV:gd mais CEQ
- < - A€0 V
H _ =
| A
+ > N C=¢g,—
'd

- X

Exemple 4. Capacité d’une condensateur a deux conducteurs «sphérique»

Er=—Y2 R<r<k =
472'80 7"2 a

_ ¢ e, o 1 1
V(r)—V(Ra)——Rj 4z, r2dr-4ﬁgo (r Ra) R, <r<R,

av=2 (L1
472'6'0 Rb Ra
—

) mais C _9
v

C =4z, 1t
a1\

5.58
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